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且当极小球覆盖中(n + 1) 个球的球心恰好构成球面n2SX内接正则n―单形




















The whole Banach space geometry is a geometry about the unit ball and
unit sphere of Banach spaces.Even among other knowledge branches,the direct
uses of ”ball” to study other aspects of knowledge became important parts of the
corresponding branches.For instance,the Mazur′sintersectionproperty which be-
longs to Banach space geometry,Plank problem in complex analysis,topology
problem in non-linear analysis,Packing problem in optimization theory and
so on.Article[20] proposes a bran-new angle of view,to study on ”how many
balls,which do not contain the origin in their interiors,can the unit sphere of
a Banach space be covered by”. So does this paper starts from,to study the
cardinal of ball-coverings of Banach spaces and the radius of a ball-covering.
By the relationships between the n-simplex in an n-dimension space and its
circumscribed sphere(see,article[23]),this paper presents that for all n ≥ 2 the
smallest radius of all minimal ball-coverings of Rn is n2 , and it can be attained
whenever the n+1 centers of the n+1 balls of a minimal ball-covering are the
vertices of a regular inscribed n-simplex of the sphere n2SX .Then this paper makes
a certain of another interesting problem that occurred during the former proof:for
any fix constant r,there is a ball-covering whose covering radius is r and which is
a minimal ball-covering among all the ball-coverings with radius r.
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度α(S) ≡ inf{δ > 0 : S = ∪mi=1Si，直径d(Si) ≤ δ}。无穷维实Banach空






































ii)对于SX的任意一族球覆盖{Bτ}τ∈I，有I] ≥ n + 1。特殊地，当X为
光滑时，则存在一族恰好含n + 1个闭球的球覆盖。当X = (Rn, ‖ · ‖2)时，










i)若Banach空间X为可分的，显然它具有球覆盖。反之，设A = {r ∈



























若Banach空间X不具有球覆盖性质，则对 ∀ ε > 0, ∃ I] > ℵ0及双正交
系{(xi, x∗i )}i∈I ⊂ X ×X∗, s.t sup
i∈I








































以B(x, r)表示开球。对于子集A ⊂ X，coA表示A的凸包。









数，如果对∀ x, y ∈ D及0 ≤ λ ≤ 1,有




∂f(x) = {x∗ ∈ X∗ : f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉,∀ y ∈ D}, x ∈ D




f(x + ty)− f(x)
t

























f(x + ty)− f(x)
t







C为C的一个暴露点（强暴露点），若∃ x∗ ∈ X∗, s.t ∀ y ∈ C, y 6=






定义2.1.7 称A ⊂ X∗为赋范集，若∃ α > 0, s.t ∀ x ∈ X,有
sup
x∗∈A





〈xi, x〉 > 0。
定义2.1.8 称D ⊂ X∗正定分离X中的点，若对∀x ∈ X \ {o}, ∃x∗ ∈ D,
s.t 〈x∗, x〉 > 0。
定义2.1.9 设X是一个Banach空间，
i) Ω ⊆ X称为一个n-单形，如果存在(n + 1)个仿射无关向
量{xi}ni=0(即{xi − x0}ni=1线性无关），使得Ω = co(xi)ni=0。此时，{xi}ni=0称
为Ω的顶点；
ii) 一个n-单形Ω = co(xi)ni=0称为是正则的，如果存在实数c > 0，使得
对任意0 ≤ i,j ≤ n且i 6= j，都有‖ xj − xi ‖= c；
iii) 称(n − 1)维超球面S为n-单形Ω = co(xi)ni=0的外接超球面，如




























i) 若A为开集，则∃ f ∈ X∗, γ ∈ R,有
Ref(x) < γ ≤ Ref(y), ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B
ii) 若A为紧集，B为闭集，且X是局部凸的，则∃ f ∈ X∗, γ1 γ2 ∈ R,有







ii) x∗ ∈ ∂p(x)当且仅当x∗ ∈ C∗, 〈x∗, x〉 = p(x), 其中C∗定义为集C ≡




小球覆盖半径总是满足r ≥ n2，且在一定条件下可取” = ”。
在本节中我们定义Ω为欧氏空间Rn(n ≥ 2)中顶点为{xi}ni=0的n-单
形，0 ∈ intΩ。设其外接超球面为S，我们以r表示S所对应的球半





















D0(x0, x1, · · ·, xn)
D(x0, x1, · · ·, xn) (2.2.1)
其中




02 · · · ρ20n
ρ210 0 ρ
2
12 · · · ρ21n





n2 · · · 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D ≡ D(x0, x1, · · ·, xn) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 · · · 1
1 0 ρ201 · · · ρ20n
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(j = 0, 1, · · ·, n) (2.2.2)
























































这 意 味 着{Hn−1
⋂
B(xi, ri)}n−1i=0再 次 构 成(n − 1)维 空 间Hn−1的 一 个





i ) (i = 0, 1, · · ·, n − 1)非空且不包含原点作为其内点。归
纳地，对j = n − 2，我们可得一个2维子空间H2以及单位球面SH2的2维球





i ) ⊆ B(xi, ri), i = 0, 1, 2，命题
得证。 2
引理2.2.3 ：假设x0 ∈ Rn ≡ X, x0 6= 0，且xi ∈ R+x0，其中‖ xi ‖≥ ri >
0(i = 1, 2)，则必有
SX
⋂






B(x2, r2) ⊆ SX
⋂
B(x1, r1)
证明：反证法。假设存在y1, y2 ∈ SX使得有
i) ‖x1 − y1‖ ≤ r1, ii) ‖x2 − y1‖ ≥ r2
且
iii) ‖x2 − y2‖ ≤ r2, ii) ‖x1 − y2‖ ≥ r1
则由i),iv)有
〈x1, y2 − y1〉 < 0
由ii),iii)有
〈x2, y2 − y1〉 > 0
这与x1, x2 ∈ R+x0矛盾。得证。 2
引理2.2.4 ：假设X = Rn，如果B = {B(xi, ri)}mi=1是SX的一个球覆盖，
那么必存在c ∈ {‖xi‖}mi=1, r ∈ (ri)mi=1 且c ≥ r使得B
′ ≡ {B(yi, r)}mi=1也构
成SX的球覆盖，其中yi = c
xi
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